INFORMATIKA - PYTHON

Rekurzia

Poznamky k téme

Rekurzia znamena, ze funkcia vola samu seba. Znie to zvlastne, ale vela problémov sa da prirodzene
opisat prave takto: velky problém vyrieSime pomocou toho istého problému, len menSieho. Faktorial 5 je 5
krat faktorial 4; sucet cifier Cisla 4728 je 8 plus sucet cifier €isla 472. KIG€om je vzdy vediet, kedy sa
zastavit.

Co sa naudis

» napisat rekurzivnu funkciu so zakladnym pripadom a rekurzivnym krokom,

» pochopit, pre€o rekurzia bez zakladného pripadu skonci chybou RecursionError,
» sledovat priebeh rekurzie (zdsobnik volani, poradie vypisov),

« rieSit rekurziou klasické tlohy: sucet cifier, mocninu, NSD, Hanojské veze.

1 Rekurzivna funkcia

Faktorial sa da definovat aj takto: 0! =1 an!=n - (n - 1)! pre n > 0. TGto definiciu mé6zZeme priamo
prepisat do Pythonu:

def faktorial(n):
if n == 0: # zakladny pripad
return 1
return n * faktorial(n - 1) # rekurzivny krok

print(faktorial(5))
print([faktorial(i) for i in range(8)])

Vystup:

120

[1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040]
Kazda rekurzivna funkcia ma dve Casti:

1. Zakladny pripad — najjednoduchsi vstup, pre ktory vysledok pozname hned, bez dalSieho volania (n
== 0).
2. Rekurzivny krok — vysledok vyjadrime pomocou volania tej istej funkcie pre mensi problém (n - 1).

Rekurzivny krok musi problém zakazdym zmensSit' tak, aby sa raz dostal k zakladnému pripadu.
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2 Zakladny pripad
Co sa stane, ked zakladny pripad chyba?

def odpocitaj(n):
print(n)
odpocitaj(n - 1)

odpocitaj(3)
Vystup (program skonci chybou):

3
2
1
0

Traceback (most recent call last):
File "program.py", line 5, in <module>
odpocitaj(3)
File "program.py", line 3, in odpocitaj
odpocitaj(n - 1)
File "program.py", line 3, in odpocitaj
odpocitaj(n - 1)
File "program.py", line 3, in odpocitaj
odpocitaj(n - 1)
[Previous line repeated 992 more times]
File "program.py", line 2, in odpocitaj
print(n)
RecursionError: maximum recursion depth exceeded while calling a Python object

Funkcia by sa volala donekonecna: 3, 2, 1, 0, =1, -2... Python preto pocet vnorenych volani obmedzuje
(predvolene asi na 1000) a po jeho prekroCeni vyvola RecursionError. (Z dlhého vypisu su tu ukazané
iba zaciatok a koniec.) Oprava — pridame zakladny pripad:

def odpocitaj(n):
if n ==
print("Start!")
return
print(n)
odpocitaj(n - 1)

odpocitaj(3)

Vystup:

3
2
1
Start!

Rovnako zle dopadne aj funkcia, ktorej krok problém nezmensuje ( faktorial(n) vola faktorial(n))
alebo ho zmensuje tak, Ze zakladny pripad ,preskoCi“ ( faktorial(-1) pri podmienke n == 0).
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3 Priebeh rekurzie

Pri kazdom volani funkcie si Python zalozi novy ,zdznam“ s jej lokalnymi premennymi. Zaznamy sa
ukladaju na seba ako taniere — hovorime o zasobniku volani. Volanie faktorial(3) prebieha takto:

faktorial(3)

| potrebuje 3 * faktorial(2)

| | potrebuje 2 * faktorial(l)

| | | potrebuje 1 * faktorial(0)

| | | | faktorial(®) vrati 1 « zékladny pripad
| | | vrati 1 *1=1

| | vrati 2 * 1

| vrati 3 * 2 =
vysledok 6

= 2
6

Najprv ide rekurzia ,dole“ az k zakladnému pripadu, potom sa vysledky vracaju ,hore* a postupne sa
skladaja.

3.1 Vypis pred volanim a po nom

Prikaz pred rekurzivnym volanim sa vykona cestou dole, prikaz za nim az cestou spat — v opacnom
poradi:

def dole hore(n):
if n ==
return
print("dole", n)
dole hore(n - 1)
print("hore", n)

dole hore(3)
Vystup:

dole
dole
dole
hore
hore
hore

W NEFE P DNW

Takto sa da napriklad vypisat €islo odzadu alebo text obratene bez cyklu:

def odzadu(s):
if s == "":
return ""
return odzadu(s[1:]) + s[0O]
print(odzadu("rekurzia"))

Vystup:

aizruker
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3.2 Sledovanie hibky

Ked chces rekurzii porozumiet, pridaj do funkcie parameter s hibkou a odsadzuj vypis:

def sucet(n, hlbka=0):
print(" " * hlbka + f"sucet({n})")
if n ==
return 0
vysledok = n + sucet(n - 1, hlbka + 1)
print(" " * hlbka + f"- {vysledok}")
return vysledok

sucet(3)

. sucet(3) |
. sucet(2) |
: sucet (1) 1
sucet(0)
-1
- 3
- 6

4 Rekurzivne algoritmy

4.1 Sudcet cifier

Sucet cifier Cisla je jeho posledna cifra plus sucet cifier Cisla bez poslednej cifry. Jednociferné €islo je
samo sebe suctom:

def sucet cifier(n):
if n < 10:
return n
return n % 10 + sucet cifier(n // 10)

print(sucet cifier(4728))

Vystup
P21
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4.2 Mocnina

an=a-a"taa’=1. RychlejSia verzia vyuZiva, Ze pri pArnom n je a" = (a’(n/2))?; pocet volani sa tak
zmenSi z n na priblizne log: n:

def mocnina(a, n):
if n ==
return 1
return a * mocnina(a, n - 1)

def rychla mocnina(a, n):
if n ==
return 1
polovica = rychla mocnina(a, n // 2)
if n % 2 == 0:
return polovica * polovica
return a * polovica * polovica

print(mocnina(2, 10), rychla mocnina(2, 10), rychla mocnina(3, 13))

Vystup:

1024 1024 1594323

4.3 Najvacsi spoloc€ny delitel

Euklidov algoritmus je prirodzene rekurzivny: NSD(a, 0) = a a NSD(a, b) = NSD(b, a mod b):

def nsd(a, b):
if b == 0:
return a
return nsd(b, a % b)

print(nsd(84, 126))

Vystup:

42

4.4 Palindrom

Text je palindrom, ak sa jeho prvy a posledny znak zhoduju a palindromom je aj to, o je medzi nimi.
Prazdny text a text s jednym znakom su palindrémy:

def je palindrom(s):
if len(s) <= 1:
return True
if s[0] != s[-1]:
return False
return je palindrom(s[1l:-1])

for slovo in ["kajak", "radar", "python", "a"]:
print(slovo, je palindrom(slovo))
Vystup:

kajak True
radar True
python False
a True
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4.5 Fibonacciho Cisla a cena opakovanych vypoctov

F(1)=F(2)=1aF(n)=F(n-1)+ F(n - 2). Priamy rekurzivny zapis je krasne kratky, ale velmi pomaly: tie
isté hodnoty pocita znova a znova (F(5) vola F(4) aj F(3), F(4) opat F(3)...). Spocitajme volania:

volania = 0

def fib(n):
global volania
volania += 1
if n <= 2:
return 1
return fib(n - 1) + fib(n - 2)

for n in [10, 20, 25]:
volania = 0
print(f"fib({n}) = {fib(n)}, pocet volani: {volanial")

Vystup:
fib(10) = 55, pocet volani: 109
fib(20) = 6765, polet volani: 13529
fib(25) = 75025, pocet volani: 150049

Pocet volani rastie takmer dvojnasobne s kazdym dalSim n. Cyklom (téma Cykly) sa F(n) vypocitav n
krokoch. Rekurziu preto pouzivaj tam, kde sa podproblémy neopakuji — alebo si uz vypocitané vysledky
pamataj (napriklad v slovniku).

4.6 Hanojské veze

Na prvom koliku je veza z n diskov (vacSie dole). Treba ju presunudt na treti kolik; naraz sa smie presuvat

.....

1. presuii n — 1 diskov z prvého kolika na pomocny,
2. presui najvacsi disk na cielovy kolik,
3. presun n — 1 diskov z pomocného kolika na cielovy.

def hanoj(n, odkial, kam, pomocny):
if n ==
return
hanoj(n - 1, odkial, pomocny, kam)
print(f"disk {n}: {odkial} - {kam}")
hanoj(n - 1, pomocny, kam, odkial)

hanO](3, "A", "C", ||B||)

Vystup:
disk 1: A - C
disk 2: A - B
disk 1: C - B
disk 3: A - C
disk 1: B - A
disk 2: B - C
disk 1: A - C

Na n diskov treba 2n - 1 presunov — pre 3 disky 7, pre 64 diskov viac, nez by stihol ktokolvek za cely
Zivot.
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4.7 VSetky moznosti: dvojkové retazce

Rekurzia sa vyborne hodi na vymenovanie vSetkych moznosti: na kazdom mieste skisime 0 aj 1 a pre
zvySok zavolame ta istd funkciu.

def vsetky(n, zaciatok=""):
if n ==
print(zaciatok, end=" ")
return
vsetky(n - 1, zaciatok + "0")
vsetky(n - 1, zaciatok + "1")

vsetky(3)
print()
Vystup:

000 001 010 011 100 161 110 111

4.8 Slucet Cisel vo vnorenom zozname

Zoznam moze obsahovat dalSie zoznamy, tie zase dalSie... Rekurzia si s lubovolnhou hibkou vnorenia
poradi lahko:

def sucet(z):
spolu = 0
for prvok in z:
if isinstance(prvok, list):
spolu += sucet(prvok) # vnoreny zoznam — rekurzia
else:
spolu += prvok
return spolu

print(sucet([1, [2, 3], [4, [5, 6, [7]1]], 81))

Vystup:
36

isinstance(prvok, list) zistuje, Cije prvok zoznam.

5 Rekurzia alebo cyklus?

» Kazdu rekurziu mozno prepisat na cyklus a naopak.

» Rekurzia je prirodzena pri problémoch, ktoré sa rozpadaji na mensie problémy rovnakého druhu:
vhorené Struktary, stromy, ,rozdel a panuj“ (binarne vyhladavanie, triedenie zlu¢ovanim),
vymenovanie vSetkych moznosti.

« Cyklus byva rychlejsi a nema obmedzenie hibky. Na jednoduché opakovanie (stget 1 aZ n, faktorial)
je v Pythone lepsi cyklus.

6 Casté chyby

» Chybajtci alebo nedosiahnutelny zakladny pripad — RecursionError.

» Krok nezmensuje problém (volanie s rovnakym argumentom).

o Zabudnuty return pri rekurzivnom volani: faktorial(n - 1) bez return vysledok zahodi a
funkcia vrati None.
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def faktorial(n):

if n ==
return 1
n * faktorial(n - 1) # chyba return

print(faktorial(3))

Vystup (program skonci chybou):

Traceback (most recent call last):

File "program.py", line 6, in <module>
print(faktorial(3))
File "program.py", line 4, in faktorial
n * faktorial(n - 1) # chyba return
File "program.py", line 4, in faktorial
n * faktorial(n - 1) # chyba return

~

TypeError: unsupported operand type(s) for *: 'int' and 'NoneType'

Vynimka vznikla aZ v hibke: faktorial(1) vrétil None avyraz 2 * None je chyba.

Prili$ velky vstup: faktorial(5000) prekro&i limit hibky — pouZi cyklus.

Zhrnutie

Rekurzivna funkcia vola samu seba; ma zakladny pripad (bez volania) a rekurzivny krok (menSi
problém).

Bez dosiahnutelného zékladného pripadu vznikne RecursionError (limit asi 1000 volani).

Volania tvoria zdsobnik: cestou dole sa vola, cestou hore sa vysledky skladaju; prikazy za volanim sa
vykonajli v opacnom poradi.

Klasika: faktorial, stcet cifier, mocnina, NSD, palindrém, Hanojské veze, vymenovanie mozZnosti.

Pri opakujucich sa podproblémoch (naivny Fibonacci) je rekurzia velmi pomala.

Ulohy na precviéenie

ga b~ W N -

. Napis8 rekurzivnu funkciu, ktora vréti sucet Cisel od 1 po n.

. Napis rekurzivnu funkciu pocet cifier(n) .

. Napis rekurzivnu funkciu, ktora vypiSe Cisla od n po 1 a potom spat od 1 po n.

. Napis rekurzivnu funkciu, ktora vrati maximum zoznamu (maximum z prvého prvku a maxima zvysku).
. Uprav Fibonacciho funkciu tak, aby si vypocitané hodnoty pamaéatala v slovniku, a porovnaj pocet

volani.

. Vypi8 v&etky slova dizky 3 z pismen a, b, c (rekurzivne, ako dvojkové retazce).

Ulohy k tejto téme najdes na learnwithmente.com v Easti Informatika — Python.
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